O anverta kopa 2018

Komandu olimpiade matematika
Atrisinajumi 10. klasei

1. Pieradit, ka x6 — x*> 4+ 7 > 0 visiem realiem skaitliem x!

Risinajums: Var ievérot, ka x® — x3 +7 = (x®* — 1)2 4 62. Kvadrats vienmér ir nenegativs un 63 ir pozitivs
skaitlis.

2. Vaiiesp&jams 4 nogrieznus izkartot ta, ka katrs no tiem krustojas ar
a) 1,2,2 un 3 citiem nogriezniem;
b) 1,2,3 un 3 citiem nogriezniem?

Gadijums, kur krustotos ar 0, 1, 1 un 2 nogriezniem, paradas 1. Zim&juma.

1.ZIm
Risinajums:
a) Var, pieméram ka paradits 2. attéla:
b) Varam ievérot, ka nogrieznu krustoSanas ir abpuséja, bet Seit
kopé€jais krustosanas daudzumsir1+2+ 3+ 3 =9-nepara
skaitlis, tatad izkartojums nav iesp&jams.
2.zim.

3. Cik ir tadu taisnlenka trijstaru, kuru perimetrs un laukums ir vienadi un visas malas ir naturali skaiti?

Risinajums: Apzimésim trijstira katetes ar x uny. Tad P = x + y + /x% + y? péc Pitagora teorémas un
S = Ixy. Veiksim ekvivalentus vienadibas S = P parveidojumus:

1
SXY =X Y+ X4y
Xy —2X =2y =24 /x2 + 2 Kapinam abas puses kvadrata

X2Y% 4 4x% + Ay — AXPy — Axy? + 8xy = Ax® + 4y
X2y? — 4x%y — 4xy* 4+ 8xy =0

xy(xy —4x —4y+8) =0 Drikstam dalit abas puses ar xy # 0
xy—4x—4y+8=0
x—4)(y—4)=8

Takax,yirnaturali, tad arix—4, y—4ir naturali skaitli. Skaitli 8 var izteikt ka divu naturalu skaitlu reizingjumu
divos veidos 8 = 1-8 = 2 -4, Iidz ar to ieglstam, ka x = 5,y = 12 vai x = 6,y = 8 (ievérosim, ka nav
nepiecieSams apskatit simetriskos gadijumus, jo taisnlenka trijstdra kateSu secibai nav nozimes). Viegli
parbaudit, ka taisnlenka trijstariar malam 5,12,13 un 6, 8, 10 patieSam apmierina uzdevuma nosacijumus.
Tatad ir tieSi divi taisnlenka trijstari, kuru malas ir veseli skaitli, un perimetrs sakrit ar laukumu.

4. Dots trijstaris ABC. Uz malas AB atlikts nogrieznis FN tads, ka AF = FN = NB. Uz malas CB atlikts punkts £
tads, ka FE || AC. H ir FE viduspunkts. Ja FE = EB, pieradit, ka Cetrstaris HNEC ir paralelograms.

Risinajums:



1) Punktus Fun N uz nogriezna AB var atlikt tikai seciba A, F, N, B, citadi F un N sakrit, kas ir pretruna ar
to, ka FN ir nogrieznis.

2) FE||ACun AF = 1AB = CE = 1CB, EB = 2CB.

3) H - FE viduspunkts un N - FB viduspunkts, tatad NH ir AEFB viduslinija. No ta seko, ka NH || EB un
NH = 1EB.

4) NH=EB=1%-3CB=1CB
5) NH || EB(c), tatad ari NH || CE. CE = 1CB (b)un NH = 1CB (d). No paralelograma pazimes seko, ka HNEC
ir paralelograms.
5. Izpildas vienadiba

20182078. 20182018 . 20182018 . . 20182018. 20182018 — p(182018""

Cik reizu skaitlis 2018 paradas vienadibas kreisaja puse?

Risinajums: Ar n apzimésim cik daudz reizu skaitlis 20182°'8 paradas vienadibas kreisaja pusé. levérosim,
ka reizinat skaitli ar sevi n reizes nozimé kapinat skaitli pakapé n, tatad

201877%° 2018218 . 2018218 = (201827'¢)"

nreizes

Uzdevuma dota vienadiba partop par

n
(201 82018) = 20182018 Izmantojam pakapju Tpadibas
201820181 — (182018 Pielidzinam kapinatajus
2018 -n = 2018%018 Dalam abas puses ar 2018
n =2018%"

Lidz ar to redzam, ka 20182018 vienadibas kreisaja pusé paradas 20182°" reizes. Atliek vien ievérot, ka
20182978 satur divus 2018, Iidz ar to skaitlis 2018 vienadibas kreisaja pusé paradas 2 - 2018%°" reizes.

6. Dots, ka m x n ratinu laukums ir pilniba noklats ar L veida tetramino figdram -
(3. Zim.), kuras neparklajas. Pieradit, ka Sis figlras ir para skaita.

3.zim.

Risinajums: L veida figlra aiznem 4 ratinas, tapéc zinams, ka ratinu laukums dalas ar 4. Pienemam, ka
kolonnas ir para skaita, un katru otro kolonnu nokrasojam melnu. Baltas un melnas ratinas ir viena skaita,
jo kolonnu skaits ir para. Lai ka novietotu L figlru uz iekrasota laukuma, ta aiznem 3 baltas vai 3 melnas
ratinas, bet, lai noklatu ratinu laukumu, baltajam un melnajam rGtinam jabadt viena skaita. Tatad L figlram
jabat para skaita.

7. Skaitli p, g un p? + gP visi ir pirmskaitli. Kadas ir iespéjamas p un g vértibas?
Risindjums: Ja p un g abi ir nepara, tad p? + g° ir para un lielaks par divi, tatad nav pirmskaitlis. Ja p un g
abiir para, tad p = g = 2 un p9 + g = 8 - nav pirmskaitlis. Tatad tieSi viens no p vai q ir para, pienemsim,
katasir g; g = 2. Tad 2P 4 p? ir pirmskaitlis. p - nepara, tatad 2P = 2(mod 3), savukart, ja p nedalas ar 3,
péc Mazas Ferma teorémas p? = 1(mod 3). Tatad p9 + gP = 2P + p> =2+ 1 = 3 = 0 (mod 3) jeb p9 + gP
dalas ar 3. Vienigais atlikusais variants ir g = 3. Parbaudot, p?+qP = 17, kas ir pirmskaitlis. Esam ieguvusi,
ka vienigas iesp&jamas vértibas ir (2;3) vai (3; 2).

8. Taisnlenka trijstara ABC hipotendza ir AC. Pieradit, ka AB + BC < v/2AC.

Risinajums:



10.

Uz malas BC pagarinajuma atliksim punktu D t3, ka CD = AB. No punkta D konstruésim perpendikulu pret
malu CD. Uz perpendikula atliksim punktu E ta, ka ED = BC un ka E atrodas taja pasa puseé taisnei BD ka
punkts A.

Ta ka AB = CD, ZABC = ZCDE, BC = DE, tad AABS = ACDE(mIm). Bet tas nozimg, ka AC = CE, papildy,
ZACE = 180° — ZACB — ZECD = 90°, Iidz ar to varam aprékinat AE = V/AC? + CE2 = ACV/2 péc Pitagora
teorémas.

Atliek vien ievérot, ka, ja més konstrugjam perpendikulu AX no A pret malu DE, tad ABDX ir taisnstaris un
lldz ar to AX = BD = BC + CD = AB + BC. Bet no trijstira nevienadibas trijstarm AEX izriet, ka

AB + BC = AX < AE — EX < AE = V/2AC
Kas art bija japierada.
Sesi astonkaji izpilda deju. Vispirms nejauss skaits astonkaju sadodas rokas ar taustekliem. P&c tam tie
atkarto sekojosu soli ik pa minatei: visi astonkaji, kas bija sadevuSies rokas, atlaiz rokas, un visi tie, kas
nebija sadevusies rokas, sadodas rokas. Pieradit, ka kada bridi varés atrast tris astonkajus, kuri ir sadevu-

Sies rokas katrs ar katru. Katram astonkajim ir 8 taustekli, un divi astonkaji sadodas rokas tikai ar vienu
taustekli katrs.

Risinajums: Apskatam vienu astonkaji, nosauksim to par A. Vai nu pirmaja vai otraja soll tas bds sadevies
rokas ar vismaz tris citiem astonkajiem - B,Cun D. Ja B un C arT ir sadevusies rokas, tad A, B, C astonkaji
izpilda prastto. Ja Cun D ir sadevusies rokas, tad A, C, D izpilda prastto. Ja B un D bas sadevusies, tad A, B, D
izpildisies. Jane Bun C, ne Bun D un ne Cun D bis sadevusSies ar taustekliem, tad nakamaja sol tie sadosies
un B, C, D izpildts prasito.

Vai jebkuru divu dazadu naturalu skaitlu a un b kvadratiem eksisté naturals ¢, ka tieSi viens no skaitliem
€ + a® un ¢ + b? ir naturala skaitla kvadrats?

Risindjums: Nezaudgjot visparibu pienemsim a > b, jo tie ir dazadi péc uzdevuma nosacijumiem. Izvéla-
. 2 . = . I -
mies ¢ = (@ — b?)” — b?. cis naturals, jo, @ > b nozZimé, kaa > b + 1, lidz ar to

c= (a2~ 52) b2 = (a2~ 02— b) (>~ b2+ b) > ((b+ 1~ b2~ b) (b +1)% — b +-b) = (b+1)(3b+1)

Un skaidrs, ka (b + 1)(3b+ 1) > 0. Lidz ar to ¢ > 0 ir naturals skaitlis.

Apskatot ¢ + b? ieglistam ¢ + b* = (a® — b2)2 —b?+b? = (0 - bz)z, kas ir naturala skaitla kvadrats.
Apskatotc + a2 iegistam ¢+ a? = (02 — b2)* — b2 + a2 = (a? — b?) (a? + b? + 1).

Pieradisim, ka neeksisté naturals skaitlis n tads, ka n(n + 1) ir naturala skaitla kvadrats. Pienemsim, ka ir
tads n. Tad, ta ka nun n + 1 ir savstarpéji pirmskaitli, tad lai to reizinajums bGtu kvadrats, katram no tiem
ir jabat kvadratam. Tatad n = x%, n + 1 = y? ir divi péc kartas sekojo3i naturalu skaitlu kvadrati. Bet tas
nav iespéjams, jotad 1 = y> — x> = (x — y)(x +y) nozim&, kax —y = 1 unx +y = 1, bet tad x = 0, kas nav
naturals skaitlis. L1dz ar to tadu naturalu skaitlu nav.



11.

12.

Lidz ar to ¢ + a? = (a? — b?)(a® — b? + 1) nevar bat naturala skaitla kvadrats.

Tatad tikai viens no skaitliem c+a?, c+b? ir naturala skaitla kvadrats. Ta ka a, b bija patvaligi, tad jebkuriem
a, b eksisté tads ¢, ka tikai viens no ¢ + a2, ¢ + b? ir naturala skaitla kvadrats. A.

Noteikt 5. zim&juma dotas rinka [nijas radiusu! ‘

5.zim.
Risinajums: Piebilde: 5. zim&juma tika pienemts, ka dotie nogriezni ir savstarpéji perpendikulari, tomér
tas netika pietiekami atspogulots nedz formul&juma nedz zimé&juma. Tika pienemti gan risinajumi, kas
pienéma, ka lenki ir taisni, gan risinajumi, kas pienéma, ka tie nav taisni.

Risinajums, ja lenki tiek pienemti par taisniem:

B”

A

6.zZIm.

Atliksim punktu E tadu, ka ABCE ir taisnstaris. legtstam, ka AE = BC = 15un CE = AB = 12. Ta ka
/DCB = ZECB = 90°, tad D, C, B atrodas uz vienas taisnes, I1dz ar to DE = DC + CE = 20. Péc Pitagora
teorémas trijstart ADE ieglstam, ka AD = VAE? + DE2 = 25. Lidzigi trijstarT1 BCD, DB = vAC? + CD? = 17.

Pagarinasim nogriezni BC I1dz ta krustpunktam ar rinka Iiniju F. Ta ka ZABF = 90°, tad AF ir rinka Iinijas
diametrs, turklat ZABF = ZADF ka ievilkti lenki, kas balstas uz vienu loku. Bet tad ZADF = 90° = /B(CD,
un ZDBF = /DAF ka lenki, kas balstas uz vienu loku. Lidz ar to secinam, ka DBC lidzigs FAD. Lidz ar to

dfracAFAD = 22, tatad AF = 4208 — 2317 — & — 281 Bet AFir diametrs, Iidz ar to radius is 14%.

Atrisinajumes, ja lenki ir patvaligi:
levérosim, ka lai garakais nogrieznis atrastos ieks rinka Iinijas, tas diametram jabadt vismaz 15. Dotos no-
grieznus patieSam iespé&jams ievietot rinka ITnija kuras radiuss ir > 7,5. No otras puses, jebkura rinka
lMnija ar lielaku radiusu art ir iesp&jama: levietojam nogrieznus 15, 8, ta ka to bija iesp&jams izdart rinka
ITnija ar radiusu 7.5, tad to ir iesp&jams izdarTt arT jebkura rinka nija ar lielaku radiusu. Atleik vien ievérot,
ka nogriezni 8 vienmér vareés pievienot Sai konstrukcijai. Lidz ar to radius var bat jebkurs skaitlis lielaks vai
vienads ar 7.5.
XZ
1337
Piebilde: | x| ir lielakais veselais skaitlis, kas neparsniedz x. Pieméram |2.2| =2, |x| = 3.
(V1337n)? | | 1337n| _
1337 L1337 ]

Cik dazadu vértibu var pienemt izteiksme { J,ja 1 <x <1337 unxir reals skaitlis?

Risindjums: Ja x = v/1337n, n € N, funkcija var pienemt jebkadu vértibu n:

- G , . I 13372 1
n] =n. 1 < x <1337, tatad funkcijas vértibas ir veselie skaitliintervala | ) 1=1 ,[1337]] =

1337 1337 1337

[0,1337], tatad izteiksme var pienemt 1338 dazadas vértibas.

4



13.

14,

7 komandas biedri ierodas uz olimpiadi un sparigi risina uzdevumus. Pé&c visu uzdevumu atrisinasanas
skoléni panem savus zZimulus, bet izradas, ka dazi no biedriem ir panémusi cita rakstamo.

Skoléni izdomaja metodi, ka apmaintties atpakal ar zimuliem: Cetri no skoléniem sastajas apli un nodod
savu zZimuli pa labi esoSajam. Sauksim So apmainu par “soli”. P&c katra sola izpildes, apli stavoSie Cetri
skoléni drikst maintties ar vietam, ka arT pamest apli un sava vieta ielaist skolénu, kas iepriek3gja soll nav
bijis apll. P&c tam aplT esoSie skoléni atkal veic Zzimuju pado3anu pa apli, tadéjadi veicot jaunu soli.

Vai atkartoti izpildot 3is darbibas, visiem skoléniem ir iesp&jams atgat savus zimulus?

Risindjums: levérosim, ka, ja vairakas reizes atkartojot doto operaciju varétu panakt, ka jebkuri divi skoléni
varétu apmaintties ar rakstamajiem nemainot citu skolénu rokas esoSos rakstamos, tad batu |oti vienkarsi
visiem apmainities atpakal.

Proti, ja Andrim rokas ir Pétera rakstamais, tad Andris varétu apmainities ar P&teri ar rakstamajiem, un Pé-
terim rokas batu vina pasa rakstamais. Ta ka darbiba papildu nemaina neviena cita rokas esoso rakstamo,
tad turpmak izpildot darbibu, P&tera rokas eso3ais rakstamais nemainas. Tas nozimg, ka més varétu |oti
vienkarsi atkartot darbibu virkni - izvéléties skolénu ar nepareizo rakstamo, izvéléties skolénu, kam rokas
ir pirma skoléna rakstamais - un palielinat skolénu, kam rokas ir pareizais rakstamais skaitu vismaz par
vienu. Lidz ar to vajadzétu ne vairak ka septinus Sada veida solus, lai visi skoléni apmainttos atpakal ar
rakstamajiem.

Izvélésimies piecus skolénus - A, B, C, D, E- un pienemsim, ka tiem rokas ir attiecigi rakstamie a,b,c, d,e.
Atkartosim Cetru skolénu apmainas soli tris reizes ka paradits 7. zZimé&juma, un panaksim, ka A un £ ir
apmainijusies ar rakstamajiem, kamér visi paréjie vél aizvien tur savus sakotné&jos rakstamos:

e e b a
E E E E
. CD. | dDo .
(N AdHC ae
V\d/ Cv\d/ aC ) CC .
B B B
b d b

7.21m.

Lai gan 3. rotacija neizskatas péc tadas, to var parveidot par apli, ja skoléni nomaina savu izvietojumu
telpa. levérosim, ka 3o tris solu rezultata, A un E ir apmainijusies ar rakstamajiem, savukart visi pargjie
skoléni ir palikuSi ar tiem paSiem rakstamajiem, ar kuriem saka.

Bet péc augstakminéta, ja $ada veida apmainu iesp&jams izveidot no dotajiem soliem, tad visiem noteikti
iesp€jams apmaintties atpakal.

Izmantojot ciparus 1,2,3,4,5 katru tieSi vienu reizi, izveidot skaitli, kuram ir mazakais attalums Iidz ta
tuvakajam kvadratam. Pieméram, ja izveido skaitli 14352, ta tuvakais kvadrats ir 120% = 14400, lidz ar to
attalums ir 48.

Risindjums: levéro, ka skaitla ciparu summa bds 15, ta atlikums 6 (mod 9). No otras puses, naturala skaitla
kvadrats var dot tikai atlikumus 0, 1,4, 7 dalot ar 9, tapéc attalums starp skaitli un tuvako kvadratu noteikti
ir vismaz 1.

Talak ir vairaki veidi, ka tikt pie ta, ka atskiriba tiesam ir 1. Zemak dots viens no iesp&jamajiem veidiem
tam, ka turpinat. Tas neb0t nav vienigais pareizais risinajums.

Turklat, lai at3kirTba tie3am batu viens, ta ka y = x*> + 1 dod atlikumu 6 dalot ar 9, tad tuvaka kvadrata x?
ciparu summai ir jabat 7 vai 5, bet tikai 7 ir iespéjama kvadrata atlikuma dalot ar 9 vértiba, un tadeé| ari
jaizpildas tam, ka masu skaitlis y = x? — 1. Tas nozZimé, ka x ciparu summa ir 4 vai 5, jo tie ir vienigie skaitli,
kuru kvadrati dalot ar 9 dod atlikumu 7.



Talak ievero, ka mazakais y ir 12345 un 1112 = 12321, lielakais skaitlis ir 54321 un 2342 = 54756. Lidz ar
to 111 < x < 234. Mekléta skaitla ciparu summa ir 4 vai 5 (ir tieSi 14 kandidati).

Kvadrati var beigties tikai ar 0,1,4,9,6, 5, tatad y = x*> — 1 beigsies ar 9,0, 3, 8, 5 vai 4. Skaitli y ir tikai cipari
1,2,3,4 un 5, tatad der tikai 3,4, 5, "dz ar to x beigsies ar 2,4,5,6 vai 8.

Ta ka ciparu summa ir 4 vai 5, tad skaitlis var beigties tikai ar 2 vai 4. L1dz ar to ir tikai 3 iesp&jami varianti
robezas no 111 dz 234: 112,122,212.

Talak veicot parbaudi redzam, ka 112 - 112 = 12544 = 12543 + 1, I1dz ar to mazakais attalums patieSam ir
1 un meklétais skaitlis ir 12543.

15. Atrast mazako naturalo skaitli n, lai batu iesp&jams pilniba noklat patvaligu Saurlenku trijstari izmantojot
ne vairak ka n vienadsanu trijstarus!

Risindjums: Pieradisim, ka jebkuru Saurlenka trijstari ABC var pilntba noklat izmantojot 3 vienadsanu trij-
starus. levérosim, ka ABC apvilktas rinka ITnijas centrs O atrodas trijstara iekSpuse, jo ABC ir Saurlenku. Lidz
ar to trijstari AABO, ABCO, ACAO visi atrodas trijstira ABC iekSpusé, un pilniba to sadala. No otras puses
AO = BO = CO = R, jo O ir apcentrs. Tatad AABO, ABCO, ACAO visi ir vienadsanu.

Pienemsim, ka divi vienadsanu trijstari sadala ABC. Tad noteikti eksisté punkts D tads, ka AD, BD vai CD ir
dalfjuma linija. Pienemsim, nezuadéjot visparinu, ka AD ir dalljuma lnija, tad ABD un ACD ir vienadsanu
trijstari. Skirosim gadijumus péc ABD un ACD virsotnes lenka pozicijas:

i) Ja ZADB = « ir virsotnes lenkis un ZADC = 180° — ZADB = 180° — « ir virsotnes lenkis, tad ZABD =
ZDAB = 90° — § un ZDAC = /DCA = 5. Bet tad ZBAC = 90°.

ii) ZADB = « ir virsotnes lenkis un ZDCA ir virsotnes lenkis, tad ZABD = ZDAB = 90° — 5, un ZADC =
/DAC = 180° — «. Bet tad ZBAC = 270° — 37"‘ = 3/ABC. Tatad $aja gadijuma ZBAC = 3/ABC.

iii) ZADB = « ir virsotnes lenkis un ZDAC ir virsotnes lenkis, tad ZABD = ZDAB = 90° — §, un ZADC =
/DCA = 180° — «. Bet tad ZACB = 180 — a = 2/ABC. Tatad Saja gadijuma ZACB = 2/ABC.

iv) ZABD = « ir virsotnes lenkis un ZDCA ir virsotnes lenkis, tad ZBDA = ZDAB = 90° — §, un ZADC =
ZDAC = 90° + . Bet tad ZBAC = 180°, pretruna.

V) ZABD = « ir virsotnes lenkis un ZDAC ir virsotnes lenkis, tad ZBDA = ZDAB = 90° — ¢, un ZADC =
ZDCA =90° + . Bet tad ZDAC = 180° — 2 - ZADC = —a, pretruna.

Vi) ZBAD = « ir virsotnes lenkis un ZDAC ir virsotnes lenkis, tad Z/BDA = ZABD = 90° — 5, un ZADC =
ZDCA =90° + . Bet tad ZDAC = 180° — 2 - ZADC = —q, pretruna.

Tie ir visi iesp&jamie gadijumi (paréjie ir simetriski). levérosim, ka esksité trijstaris ar lenkiem 25°,35° 30°,
un tam neizpildas neviena no gadijumos aprakstitajam Tpasibam (£ZBAC = 90°, ZACB = 2/ABC,/BAC =
3/ABC) neatkarigi to ta kur atrodas dalijjuma linija.



