O atverta kopa 2015

Komandu olimpiade matematika

11. klases uzdevumi un atrisinajumi

1. Olga velas uz 2 gadiem abonéet mobilos sakarus. Cablecom piedava SIM karti par 49 frankiem
un ikmenesa maksu 29 Fr. Identiskam planam Salt piedava SIM par 1 Fr, menesa maksu 35 Fr,
un pieslegdanas bonusu 100 Fr (atvilkts no pirmajiem rekiniem). Kur$ piedavajums ir izdevigaks?

Atrisinajums:

Aprekinasim kopgjas izmaksas pirmo divu gadu laika (24 ménesi). Ar Cablecom: 49 429 -24 =
745. Ar Salt: 1435-24—100 = 741. Tatad Salt ir nedaudz izdevigaks. (Ta ka procentu likmes
Sobrid ir tuvu nullei, naudas plusmas diskontésanu neveicam.) Var rekinat ari netiesi, balsoties
uz starpibam: Cablecom—Salt=49 — (1 — 100) + 24 - (29 — 35) = 148 — 144 = 4.,

2. Cementa razotaja SIA «Cemex» realizejusi pilotprojektu, kalkakmens karjera «Kumas» uzbuvejot
500 metrus garu ceJa posmu no valcbetona, un ir gatava sadarboties ar celu buves uznemumiem
un VAS «Latvijas Valsts celi» $adu ceJu blivnieciba Latvija. «Cemex» valdes loceklis Eriks Maikls
Trusevics stastija, ka betona ceju izmaksas ir par aptuveni 20% letakas neka asfalta ceJu izmak-
sas, pieméram, SI eksperimentala ceja izmaksas bija 45 eiro par kvadratmetru. Cik izmaksaja Sis
cels? lzskaidro pienemumus! Cik izmaksatu $ads asfalta cel$?

Atrisinajums:

Pienemsim, ka ceJ$ ir divjoslu ar joslas platumu 4 metri. Kopgjais platums tad ir 8 metri. Tika
uzbtveti 500 - 8 = 4000 m? cela, kas izmaksaja 45 - 4000 = 180’000 eiro. Ta ka betona cea
izmaksas ir par 20% mazakas neka asfalta, tas sastada 80% no asfalta izmaksam (pienemot, ka
asfalta risinajuma nemainas cela platums). Asfalta cejs attiecigi maksatu 180'000/0.8 = 225’000
eiro.

3. Atrodiet ciparus a, b, c t3, lai abc = al + b! + c!.
Zinasanai: Naturalam n, n'=n-(n—1)-...-2-1, bet 0! = 1.
abc apzimé skaitli, ko veido cipari a, b, ¢ noraditaja seciba.
Pieméram, jaa=1, b= 2, ¢ = 3, tad abc = 123.
Atrisinajums:
a=1 b=4, c=5.
4. Doti n > 2 pozitivi skait)i. Kas ir lielaks: 3o skaitJu summas kvadrats, vai ar1 So skaitJu kvadratu
summa?
Atrisinajums:
Atverot iekavas summas kvadratam, iegustam gan katra skaitla kvadratu, gan ari citus rei-
zinajumus, kas visi ir pozitivi. Tatad, summas kvadrats ir lielaks (stingra nevienadiba).

(X1 + .+ x0)? = X2 4 x10 + X1X3 + ..+ X1 X+ Xox1 + X5+ XoX3 4. XoXn o+ XaXp_1 + X2

>xf+x22+...+x,3.
To pasu ir iespejams pieradit ar indukcijas palidzibu. Indukcijas baze n = 2:

(x1 + x2)2 = X12 4+ 2x1%0 + X22 > X12 + x%.



Pienemot, ka nevienadiba izpildas kadam n > 2, pieradisim, ka ta ir speka art n+ 1:

(14 X Fx041)2 = (a + o+ x0)2 20 4 - Xn)Xnb1 + X
> (X1t Xn)2 X2 > X XE X

Pedeja nevienadiba izmantots induktivais pienemums.
Seit rezultats attelots arm Jeometriski:
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. Pec vesturiski atrakas kosmosa kuga palaisanas 2006. gada, New Horizons S gada 14. julija
palidoja garam Platonam 12500 km attaluma. Zonde lidoja ar atrumu 49350 km/h un lielako
dalu dienas pavadija, uznemot Plutona attelus. Pienemot, ka zonde lidoja taisni un ar nemainigu
atrumu, aprekini, cik ilgi bija iespgja uznemt attelus mazak ka 40 000 km attaluma no Plutonal

Atrisinajums:

P
A *+—> B C

Shematiski attelots: punkts P ir Plutons, zonde lido pa taisni AC un vistuvakais punkts ir B.
Tatad PB L AC un AABP ir taisnlenka. Punktus A un C atliekam tiesi 40 tukstosu km (lietosim
$adas vienibas) attaluma no Plutona, uz zondes trajektorijas. Tatad hipotentza |[PA| = 40 un
katete |PB| = 12.5. Pec Pitagora teoremas aprekinam otras katetes garumu

|AB| = /(402 — 12.52) = \/1443.75 ~ 38.

Simetrijas de| |[BC| = |AB]|. Lai aprekinatu laiku, ko zonde pavadija uz nogriezna |AC|, izdalam
ta garumu ar zondes atrumu, iegustot 76/49.35 ~ 1.54 stundas jeb 92.4 minutes.

Acigakie skoleni pamanis, ka Plutons nav punkts, bet gan lode, kurai ir radiuss. Shematiski
varam to attelot ka rinka finiju ar radiusu 1190 km un centru P. Tad taisnlenka trijstura ABP
katetes BP un hipotentizas AP garums ir par 1.19 tukstosiem kilometru lielaks. Attiecigi,

|AB| = /(41.19%2 — 13.692) = v/1509.2 ~ 38.85,

un $aja risinajuma atbilde ir 77.7/49.35 ~ 1.575 stundas jeb 94.5 minutes.

. Dota ciparu virkne 1234468..., kura katrs nakamais cipars ir pedejais cipars no skaitla, kurs
ieguts, reizinot iepriekSgjos 4 ciparus. Atrodiet Sis virknes 2015. ciparu!

Atrisinajums:

Paturpinot doto virkni, ieglistam 12344688646284468... leverojam, ka no 14. cipara atkartojas
4 ciparu rinda 4468, kura bija jau sakuma no 4. lidz 7. ciparam. Ta ka katru nakamo ciparu
nosaka tikai un vienigi ieprieksejie 4, tad pec Siem 4 cipariem sekos tadi pasi ka pec tiem, kas ir
rindas sakuma, un veidosies 10 ciparu periods. Tatad, sakot ar ceturto ciparu, veidojas 10 ciparu
periods, un 2015. cipars bus otrais $aja perioda (2015 — 3 — 201 - 10 = 2). Atbilde ir cipars “4".



7. Kuram naturalam skaitlim zem 1000 ir visvairak naturalu dahtaju? Aprakstiet, ka atradat So
skaitli. Soreiz nav nepieciesams pieradit, ka atrasts labakais iespejamais skaitlis.
Atrisinajums:
Skaitlim 840 ir 32 dalitaji. Dalitaju skaitu var aprekinat, izsakot doto skaitli pirmreizinatajos.
Pieméram, 840 = 23.3.5.7. Ta dalitajiem ir tie padi pirmreizinataji, iespejams, zemakas
pakapés (ar nultaja pakape). Tatad dalitaju skaitsir 4-2-2-2 = 32.

8. Dotas divas paralelas taisnes t un m un divi punkti plaknes daja starp §im taisnem. Neviens no
punktiem neatrodas uz dotajam taisnem. Atrodiet 1sako ceJu starp abiem punktiem ta, lai tas
ieklautu vismaz vienu punktu no taisnes t un vienu punktu no taisnes m.

Atrisinajums:

Dotie punkti - A un B, dotas taisnes - mun t. A¢, Am, By, By - attiecigi punktu A un B simet-
risks attelojums pret taisnem t un m. C - A¢Bp, un t krustpunkts, D - A;Bj, un m krustpunkts
(Lidzigi apskatam gadijumu, ja C - A, Bt un m krustpunkts, D - A, Bt un t krustpunkts). G un
H - brivi izveleti punkti attiecigi uz taisnem t un m, kas nesakrit ar punktiem C un D. Pec si-
metrijas redzams, ka AC = A;C, AG = A:G, BH = B,,H, BD = B,,D. Ta kaisakais ceJs starp
diviem punktiem ir nogrieznis, tad A:By, < AtG+GH+HB,, un AC+-CD+DB < AG+GH+HB.

Ta ka AtAm L tun B¢B,, L t, tad AtAm || BeBm. Turklat AtAm, = BeBm un ApnA:BiBn
ir paralelograms. Pienemsim, ka AE < BF. Tatad ZBAA: > 90° un A:B,, < A, B:. Tatad
prasitais ceJ$ caur punktiem C un D irisaks neka cel$ caur jebkuriem citiem punktiem uz taisnem
m un t. Gadijuma, ja AE > BF, isakais ceJ$ ir caur A, B¢ un attiecigi taiSnu m un t krustpun-
ktiem.

9. Adventes kalendaram ir 24 durtinas. Aiz tieSi vienam slepjas zelta jerins, bet aiz pargjam -
Sokolades, turklat visi varianti ir vienadi varbutigi. llze Joti grib iegut zelta jerinu, tacu tas
iespejams tikai, ja uzmin 1stas durtinas. Vina drikstes izveleties kadas no durtinam, tad Renars
atvers 22 no parejam, paradot, ka tajas ir Sokolade. Tatad paliks tikai divas aizvertas durtinas.
lizei bus iespeja nomainit savu izveli. Vai izmantot So iespeju un mainit izveli? Ka tas izmainis
izredzes?

Atrisinajums:

Varbutiba, ka aiz sakotngji izveletajam durtinam ir zelta jerins, ir 1/24, ta attiecigi ir ar varbutiba
“laimet”, nemainot savu izveli. Savukart varbutiba, ka tas ir aiz kadas no 23 citam ir 23/24. Ne-
atkarigi no ta, Renars atvers 22 no 23 durtinam. Tatad gadijuma, ja jerins bija aiz kadas no Sim
23, tad Renars atvers pargjas 22, aiz kuram ir Sokolade, fidz ar to jerins paliks aiz tam durtinam,
ko Renars atstaja neatvertas - un, mainot savu izveli, llze noteikti “laimes”, bet nemainot - paliks
ar Sokoladi. Ta ka Sis scenarijs notiek ar varbutibu 23/24, tad izveloties mainit savu izveli, llze
uzlabo savas izredzes 23-kartigi.



10.

11.

12.

13.

P.S. Sis ir Monty Hall problémas uzskatamaks variants. Vairak lasit adresé
wikipedia.org/wiki/Monty_Hall_problem.

Kadiem veseliem skaitliem a un b izpildas sekojosa vienadiba?

1 n a 4 I 1
a b ab
Atrisinajums:
Parveidojam sakotnejo vienadibu
b+ai+lzzab o tyes)
_ a%+1 _ 2—1+2 _ (a—1)(a+1)+2 _ 5
b_aafl_aafl - a—1 _a+1+ﬁ

Lai b butu vesels, 2 jadalas ar a— 1. Vienigie pozitivie skaitla 2 dalitaji ir 1 un 2, attiecigi a =2
vai a = 3. Aprekinot b, skaitju parim (a, b) iegtstam divus vienadibas atrisinajumus pozitivos
veselos skaitJos - (2,5) un (3,5). Ja apskatam ari negativos dalitajus —2 un —1, attiecigia = —1
vai a = 0. Tacu ta ka izteiksme 1/a nav defineta, ja a = 0, atliek tikai viens risinajums negativos
veselos skaitos: (a, b) = (—1, —1).

Dalisanos ar 7 var parbaudit $adi: nonemam dotajam skaitlim pedejo ciparu ¢ un atnemam no
ieguta skait)a divreiz c. Atkartojam So proceduru, lidz iegustam skaitli, par kura dalisanos ar 7
més zinam. Pieméram, lai parbauditu, vai 525 dalas ar 7, apskatam 52 — 2 -5 = 42. Sis dalas
ar 7, tatad sakotnegjais 525 arr dalas. Izskaidrot, kade| S metode stradal

Atrisinajums:

Ar a apzimesim skaitli, ko iegust, dotajam skaitlim nonemot pedejo ciparu. Pietiek pieradit, ka
10a+ ¢ dalas ar 7 tad un tikai tad (<), ja @a— 2c dalas ar 7 (pieraksta 7|a—2c). Ta ka 7|21a,
tad 7|a—2c < 7|21a— (a—2c) = 20a+2c = 2(10a+c¢) < 7|10a+c, jo 7 un 2 ir savstarpeji
pirmskait|i (reizinasana ar 2 neietekme dafidanos ar 7).

Cik veidos uz 8 x 8 Saha laukuma var izvietot 8 vienadus tornus ta, lai tie viens otru neapdraudetu?
Torni apdraud viens otru, ja tie atrodas uz vienas un tas pasSas laukuma kolonnas vai rindas.
Atrisinajums:

Pirmo torni meés varam novietot jebkura no 64 (jeb 82) lauciniem. Tas apdraudes vienu pil-
nu kolonnu un vienu rindu, t.i., 8 + (8 — 1) laucinus. leverosim, ka neapdraudeti paliks pari
82 —2-8+1 =72 laucini (jo n> —2n+1 = (n—1)?). Otro torni més tatad varésim novietot uz
72 lauciniem, tre$o uz 62 lauciniem, ..., septito uz 22 lauciniem, un pedéjo uz 12 laucina. Tatad
tornus uz $aha laukuma varesim novietot 8!2 veidos, bet janem vera, ka seciba, kada mes tornus
liekam, nav butiska, tade] kopa bus 88—!!2 = 8! dazadi veidi ka novietot tornus uz $aha laukuma.

Zane un Andis spele krustinus un nullites trijas dimensijas, izmantojot 3 x 3 x 3 kubu, kas sastav
no 27 vienbas (1 x 1 x 1) kubiniem. Speletaji izdara gajienus pamisus. Uzvar tas, kur$ pirmais
ka savus atzime tris vienibas kubinus, kuru centri atrodas uz vienas taisnes. Andis, budams labs
draugs, Jauj Zanei speli sakt. Vai Zane, pareizi spelejot, vienmer vares uzvaret? Piedavajiet savu
algoritmu, ka Zanei vienmer uzvaret vai Andim panakt, ka Zane nevar uzvaret.

Atrisinajums:

Zane vienmer var uzvaret. Varam izveidot koordinatu sistemu, kas sastav no platuma, augstu-
ma, dzilJuma. Pirmaja gajiena Zane izvelas centra kubinu. Ta koordinatas ir (2, 2,2). Neatkarigi
no ta, kuru kubinu izvelas Andis, kubu varam pagriezt ta, lai izveletais kubin$ butu koordinata
(1,1,1), (2,1,1) vai (2,2,1). Zane sava nakamaja gajiena izvelas kubinu (1,1,2). Andim ir
jaizvelas kubins (3, 3, 2), lai nakamaja gajiena nezaudetu. Zane talak izvelas kubinu (2,1,2). Ta
ka nakamaja gajiena Zane var uzvaret izvéloties vai nu kubinu (3,1,2), vai (2,3,2), un Andis
$aja gajiena uzvaret nevar, tad Andis vairs nespej apturet Zanes uzvaru.



14. Pieradit, ka vienadojumam x? — 5xy — 6y? = 3 nav atrisinajuma, kur x un y ir veseli skaiti.

15.

Padoms: apskatit atlikumu, dalot ar 7.
Atrisinajums:
Labo vienadojuma pusi dalot ar 7, atlikums ir 3. Tadam pasam jabut kreisaja vienadojuma puse.
Ta ki 7xy+7y? dalas ar 7, varam to pieskaitit kreisajai pusei, neizmainot tas atlikumu. legiistam
x2+2xy+y?, ko var izteikt ka (x+y)?, t.i. ka vesela skait|a kvadratu. Siskaitla (x+y) atlikums
dalot ar 7 var bt 0, 1, 2, 3, 4, 5 vai 6, tad (x + y)? atlikums ir attiecigi 0, 1, 4, 2, 2, 4 vai 1.
Tatad nav iespejams, ka kreisaja puse atlikums dalot ar 7 ir 3, lidz ar to neeksiste atrisinajums
veselos skait]os.
P.S. lespejams ari risinajums, uzrakstot tabula visas iespejamas x un y vertibas, un attiecigas
izteiksmes x? — 5xy + y? vértibas péc modula 7.

Andis citigi seko lidzi basketbola zvaigznes Krista Zinga soda metienu statistikai. Andis uzskai-
ta precizos Krista soda metienus no visiem vina izdaritajiem soda metieniem. Pec nospeletas
pussezonas Krista raditajs precizajos soda metienos bija zem 80%. Sezonas beigas spéletaja
vidgjais raditajs jau bija virs 80%. Vai sezonas laika noteikti bija tads bridis, kad Krists Zingis
bija realizgjis tiesi 80% no izpilditajiem soda metieniem?

Atrisinajums:

Apskatam trapigo metienu skaitu a un neprecizo metienu skaitu b tieSi pirms ta soda metiena,
kur$ pirmo reizi pace| raditaju idz 80% vai vairak. Pirms & (trapiga) metiena raditajs bija
a/(a+ b) < 80% = 4/5, no ka seko a < 4b. Nemot véra, ka a un b ir veseli skait]i, seko arT
a+ 1 < 4b. Savukart pec S metiena raditajs ir (a+1)/(a+ 1+ b) > 4/5, tatad a+ 1 > 4b.
Secinam, ka a4+ 1 = 4b, lidz ar to pec & metiena precizitates raditajs ir precizi 4b/5b = 80%.
Tatad atbilde ir - ja, noteikti bus bridis, kad realizeti tiesi 80% metienu.



